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Capitolo 4: Risposta in frequenza dei circuiti TD

Rappresentazione nel dominio della frequenza, propriet™ della
risposta in frequenza, trasformata di Fourier per segnali TD (DTFT),
filtri ideali elementari.
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RISPOSTA IN FREQUENZA DI CIRCUITI ANALOGICI -1

Nei circuiti analogici(lineari, permanentie a costanti concentrajda
risposta del circuito ad ugenericoingresso (in particolar®nusoidalé

pu” essere scritta in guesta forma:
— It
y(t) = !k Ag " Y, (t)

In cul | termini!  sono i poli del circuito (supposti per semplicita a
molteplicita unitaria) e y (f) ha la stessa forma dell’ingresso (cioe
stessa pulsazione, se I’ingresso € una sinusoide).
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RISPOSTA IN FREQUENZA DI CIRCUITI ANALOGICI -2

Se 1l circuito € stabile, 1 poli hanno parte reale negativa e la risposta del
circuito tende a y,(f) ——)> Risposta a regime permanente

X(t) = Acos(! t+/) — “NCEIOTE I y(O) = Acos(t t+1)

H(!)  la risposta in frequenzdel circuito ed ¢ l[dunzione di rete
calcolata pes=|!.

Il moduloe lafasedi H(j!) ( risposta in ampiezzarisposta in fasg
vengono usate per calcolare modulo e fase iniziale della risposta
secondo le relazioni:
A =AlH(")
Fy=l+#H()") 3
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RAPPRESENTAZIONE DI CIRCUITI TD-LTI NEL DOMINIO
DELLA FREQUENZA

Le sequenze esponenziali complesse hanno un ruolo molto importar
nell@nalisi dei circuiti TD. Questa classe di sequenze, se considerate
come ingressi di circuiti TD, ¢ un insieme alitofunzioniper i circuiti

LTI.

¥Una sequenza si dice che « utm#tofunzioneper un operatoré{.}
guando risulta:

autovalore

j v autofunzione
T{x[nl} = Arx{n]

cloe la sequenza in uscita * uguale alla sequenza di iIngresso
moltiplicata per un fattor@ (autovalore in generale complesso).
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Propriet” fondamentale dei circuiti LTI

L @sponenziale complesso « umatofunzionelei circuiti LTI:

CIRCUITO

—l/n_
x[n]=e LTI

autovalore\ [\ autofunzione

— Mn=H(e" e

!ll <n<l|

H(e!") « dettarisposta in frequenzalel circuito e pu” essere interpretate
come urautovaloredell@utofunzione €.

Dimostrazione

Si applica ilteorema della convoluzior{eircuito LTI):

y[n] = # h[k]ej! (n! k) :%# h[k] e! j! k'z ej! n — H(ej_/ )ej/ n

dove si * posto:

+#
He" )= hik]e 7'

k="#

Risposta in frequenza
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¥Larisposta in frequenzadefinita come lasomma di una serjie€he
guindi deve essere convergente.

¥In generaléd(e!" ) « unafunzione compless#ellavariabile
continua" .

¥l a risposta in frequenza si pu” esprimere in notazoargesianao
polare

H(e" )= HR(ej’ )+ JH, (e”) cartesiana

H(e" )= ‘H (e) jarg{HQ polare

risposta in ampiezza fisposta in fase
anche indicata con H (eJ! )

e

Si usa anche rtardo di gruppo #' ):

d" H(e')
[ (") = |
’ ( ) du
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PROPRIETE DELLA RISPOSTA IN FREQUENZA

¥MPeriodicit™:
H(e!") » unafunzione periodic&on periodo 38

Dimostrazione

H (ej(! +2”)) — +# h[n]e! j(! #2")n

="

gti2n =1%$ ¢ ¢ +2")n — ol i/ $ H(ej(! +2")) — H(e’”’ )

¥MSimmetria Hermitiana |
H(e") PARI

| y | H(e" ) DISPARI
H (") PARI
H (e") DISPARI

Seh[n] « reale

N
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RISPOSTA IN FREQUENZA DI FILTRI FIR

Ingressa esponenziale complesso K] = Ae'’e’"" ottenuto dal campionamento del
Al At _ .
segnale TXX(t) = Ae” e’ "conx[n] = x(nT) e" =! T.

Uscita y[n]:'l'vI hK]x[n'! k]:'l'vI bx[n! K] =

k=0 k=0
M M
=" pAete V=gl he K (Ade " =
0
k=0 k=0

=[H(e")|e” " A" " = H(e" )Xn]

M
Risposta in frequenza di un filtro FIR| H(€' ) =1 be "
k=0

N.B.: il legamey[n]=H(e!" ) x[n] vale solo per ingressi esponenziali complessi!
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Applicazione del principio di sovrapposizione degli effetti

A_'l e] 1neJ 1 ﬁe‘ j! 1ne! j”1

Ingressa  X[n] = A, + AlCOS(! n+" ) A +—
‘L — JO\4QION I ﬁ jon4jty *rall ﬁ Liringlhjry —
Uscita yin]=AH(e")e"" +H(e )2e e''+H (e )2e e’ =

cos( n+/ +" H(e"l))

=AHE")+AHE"

Simmetria Hermitianase i coefficienti sono reali, allokd(e 1" )= H*(e!"),
in particolareH(e!" ) » reale nellOoriginé (= 0).

Esempio 1o
—nl —
X[n] = 2(:05@ n! 2&

H(e" )=21+cos" )e'!" ( H(ejg):Be! 3

n/ ! ! (y n 5 0/
( yin]= 3)2COS§—H' —1 38 GCOS§—nI EI& 9
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In generale:

Ingressa

A D
X[n]:X0+$:1§7keJ-k +7kel - X, +( ‘Xk‘cos( n+) Xk)

Uscita

. N %
Wl = ()X, ( gH(e") Jhe! +H (@) 2 e

= H(eiO)x0+( H(e" )X Jcos(! (n+) X, +) H(e"))

10



Rappresentazione grafica della risposta in frequenza

MFiltro ritardatore

HE")

[
|

HE" )=¢e™ =

yin]=x(n—-n,]=b, =

ZH ()1

H(E")
ZH(E ) =-In,

=1

2!

Capitolo 4
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Normalized Frequency (x= rad/sample)

Risposta in frequenza del ritardatafig, = 2)
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¥Filtro FIR di ordine 1 (M = 1)
yin]=x(n]! xIn! 11" b, =1,b =11

H(e")|=2sin(! 12)

M) =11 ¢ =2jsing Y87 ( 12 per >0
%2& | )H(ej!)zll_ 2 2
y =1 =1 per ! <0
2 2 P
He") ,
HE)s
I H(e" )

13
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Magnitude (dB)
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¥Rimuove le componenti in continua
¥Si comporta come un passa alto
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> éunderivatore

N.B.: le frequenze intorno"a = 0 sono ObasseO, quelle intorho=e$ sono Oalte®.
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¥Filtro FIR di ordine 2 (M = 2)

yin]=x[n]+2x[n! q+x[n! 2]" b, =1 b =2 b, =1

. ) H(e")|=2[1+cos! |
| %

H(ei/):1+ 2e ! 4+ 1% :2(1+ cos!/ )e! _
& #H(E )=/

\H(ej-’ )

' 4
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Magnitude (dB)
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Il circuito tende a favorire il passaggio delle basse frequgrass@bassoed ha un

ritardo di 1 campionefgse lineareconn,= 1) 16
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RISPOSTA IN FREQUENZA DI FILTRI IR

Esempio h[n] I

hinl=a"u[n] |a|<1

. .

)= # 1= e s

n

Si tratta di una serie geometrica di ragicite "

Per |a|<1 converge a:

1 1 ~ 1

H(e" )=

11 ae 7 11 a(cos! ! jsin!) (1! acos!/ )+jasin!

17
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In modulo e fase:

iy = 1 = :
‘H(e )‘ \/(1! a cos! )2+a23in2! V1t 2acos! +a’

’ # adn! &

1/(1-a) Funzionepari: f (X) =f (-X)

Y " I B,

v

~
Q
=
~—’

Funzionedisparti. f (X) = f (-x)

20 o ! 2!
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TRASFORMATA DI FOURIER PER SEGNALI TD
(Discrete-Time Fourier TransformDTFT)

In modo equivalente al dominio TC, ¢ possibile definire una
trasformata di Fourier nel dominio TD.

Una sequenzgn] pu” essere quindi rappresentata (purche siano
rispettate certe condizioni di esistenza) mediante 3.

% + |

" X(@)=# nl e’ DTET diretta
& 1n—.7r

- x[n]=— e”)e”dw DTFT inversa
( [N] . §X( )

N.B.: laDTFT ¢ unaserie numerica—> Si deve avere’)((efw)‘ < oo

20
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¥Terminologia

X (e”) «anche dettapettrodi x{r]

‘X (e )‘ « dettospettro di ampiezzdi x[n]

| X (e") « dettaspettro di fasei x[n]

¥Propriet”:

X(ej“’),‘X (ej‘“)‘ I X (e" ) sonoperiodichecon periodo %.

21
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ESISTENZA DELLA TRASFORMATA DI FOURIER

1. Sex[n]  assolutamente sommabhikdloraX(e!") esiste ed » una
funzione continuai " (condizione sufficienje

#‘x[n]‘<+" — ‘X(ej!)

1

Tutte lesequenze stabiammettono trasformata di Fourier

!

Tutti I circuiti stabili hanno la risposta in frequenza

<l Convergenzaniforme

¥In particolare tutte lsequenze di durata limitafger esempio la

risposta impulsiva di un circuito FIR) hanBd FT.
22
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2. Sex[n] * quadraticamente sommabhilalloraX(e!" ) esiste mau”
essere unfunzione discontinudi " (condizione sufficienje

# \X[n]\ <" = lim (}@((e")# <> x[n] e’’’ " d!

n=#M
~— v
—

Convergenzaguadratica

3. Sex[n] none assolutamente o quadraticamente sommaX{k, )
pu” esistere in casi particolari.

Esempio "
nj=e' " = X(e")=# 274! 11 +2"1)

Caso particolare: ",=0 ”
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CIRCUITI TD-LTI E TRASFORMATA DI FOURIER ( DTFT)

H(ej" ) = # h[ k] o 1K

k=1"

Risposta in frequenza! Trasformata di Fourier della
risposta impulsiva

- | circuiti stabili hanno sempre una risposta in frequenza

- | circuitl FIR hanno sempre una risposta in frequenza

24



PRINCIPALI PROPRIETE DELLA DTFT

MLinearit”

ax,[n] +bx,[n]! aX,(e")+bX,(e")
MTraslazione

xn! n]" e " X(e") nel tempo

el#ohy[n] " X(e!*'#o)) in frequenza

¥Rovesciamento nel tempo

X[In]" X(e'")=X(e") sex[n]$ %

Capitolo 4

25



MTeorema della convoluzione

Per un ingresso generico si ha:

Capitolo 4

k:!"§
1 ; - I"'kO " "Ny
=— Op# hikle' “2X(e')e' "d" =
20 7 e 1

— 1 ! | | 1“ N "
_5.%)'_' (e \)/$X(e’ ze’ 0d

Y(e") @

Y )=H(e" ) X(e")

26
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¥ Connessione Iin cascata

win
H, (e¥ )e!"

y[n]
H,(e" )H, (e" )e""

H,(e") H, (e")

Risposta in frequenza complessiva:
H(e" )=H,(e" )H, (e )=H, (e’ )H,(e")

Corrispondenza con la convoluzione:

h[n]'h[n]! H,(e")H,(e") convoluzione moltiplicazione

N.B. Questo  un altro modo di manipolare i sistemi LTI. PoichZ nei
FIR le risposte in frequenza sono polinomi, umatiplicazione
polinomialee alternativa allaconvoluzione

27
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MModulazione

x[n]!y[n]" 2%$5/ X(e")y(ev¥* N

(convoluzione di due funzioni periodiche)

¥Teorema di Parseval

# \x[n] X(e")

spettro di denS|t di energia

J

energia della sequenza

Per due sequenze distinte:
#

% x[n]!y'[n] =%%X(e” YIY (e )d!



PROPRIETE DI SIMMETRIADELLA DTFT

SiI ha:
X[n]! X'(e")
X["n]! X' (e")

Dalle precedenti propriet” si dimostra che:

%([n]' Re X(e")} 7%Re{x[n]}!
%x (]! jim{ X(e")} o Im{ x[n[} !

N.B.: e sta perven(pari),o perodd (dispari)

X.(e")
X.(e")

Capitolo 4
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In particolare, s&[n] « reale:

X(€)=X(€") | conugaworermitana
e quindi:
Re{ X (e )} e una funzionepari: Re{ X (e )} = Re{ X (e )}
Im{ X (e” )} e una funzioneispari: Im{ X (e )} = | Im{ X (e )}
‘X(e"" ) » una funzionepari: ‘X(e"’ ) :‘X(e“’ )
1 X (e") » una funziondispari: " X(e")=1" X(e")

N.B. Se la sequenza - realesufficiente conoscere la trasformata solc
su met” delihtervallo (0#! #" ).

30
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TRASFORMATE NOTEVOLI

Capitolo 4

SEQUENZA TRASFORMATA DI FOURIER

'] 1

I'[n! n] e I o

1 H 276(w + 21k)
.

e " H 21" (# ) #, +21K)
o,

a"u[n] L (lal<)

1! ae' '’

31
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SEQUENZA TRASFORMATA DI FOURIER
1 > .
o 1%e™ +k§f$ U2k
1
n
(n+1a'un] e )2
sin/ n ) B f<t
nn X(e ) ${6 !C<‘!‘&n
x[n]:%1 0! nt M sing (M +1)/2§Le"j!M/2
80 altrove sin(! /2)

cos(! ,n+"

sin(/ n+")

%
"+ ')e""#($ &P, +2" k) +e #($ +F,+2" k)

k=&%
&

e e # +28K)1 eV (# + # + 28K)$

k=! &

32
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FILTRI IDEALI

¥| filtri sono circuiti in grado di modificare in modo selettivo |l
contenuto direquenzealel segnale di ingresso, in grado cioe di
Afar passam®alcune frequenze e di attenuarne delle altre (per
esempio disturbi, rumore, componenti indesiderate, E).

M| filtri iIdeali elementari sono:

- passa-basselimina lealte frequenzecios intorno al valoreb)

- passa-altdelimina lebasse frequenzentorno a 0)
- passa-banddfa passare le frequenze di una banda prestabilita)

- elimina-banda(elimina le frequenze di una banda prestabilita)

33



PASSA-BASSO (Low-PassLP)

o @) |

o €)=

B $ 7

PASSA-ALTO (High-PassHP)

HHP (eJl ) !

n c $I

2%

g

&

Capitolo 4

<t

Fo<|&"
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PASSA-BANDA (Band-PassBP)

11 or (e"' ):gO
2 7 "b al a b'I 2 /

y N\ "0
Ho (€' ) He (€' ):él
......................... 1
o - ,
2 1" a “a ! 2!

Capitolo 4

b
altrove

!a<\! \<!

Fa<| <ty

altrove

35
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Esempio 1
Calcolo della risposta impulsiva di @itiro passa-basso ideale
H (eja)) ! | 1 ‘a)‘ <o,
- H (€)=
0 w_ < ‘a)‘ <r
| | R . . . T j! —
I "% . ! N.B. Nel filtro idealela fase  nulld H(e ) 0
DallaDTFTinversa [DTFT):
1 ¢» : . 1 W, _
h[n]:_f H(eja))eja)nd! — J' e/ ndl =
2! J-x 2" d-r,
1 e e’ "1 el |dn!/ n
= : = — =|— Si tratta di un filtrolIR
2! In| . ]2!/'n n

36
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In genereh[n] viene scritta nel seguente modo, usando la funzione sinc (.):
/I sn/ n !
C

h[n] =—¢! = Csinc(! n)
" ! n " C
Cc

TH<N<#

Si ha convergenza senso quadratico

Esempio

f =0,25

hn]

-0.1

-0.2

0.5

04

0.3

0.2

01

1 1 37



Capitolo 4
Fenomeno di Gibbs

Il fenomeno dell®@scillazioni di Gibbgripple) » dovuto al@pprossimazione
Introdotta nel considerare un numero finito di termini della risposta impulsiva:

H(ejl ) — | h[n] el ja)n — 1 Sn. Cn e| JI n
n=! M mm In
j! RlPPLE
H. (e !
LP ( ) A / R H P (eJ )
/\/\ e /\VAVAVAv A
\JA\/ ] \/A\/ > 7 V/\V/\V/ >

al crescere d\l

N.B. All@Qumentare di il numero delle oscillazioni aumenta ma la loro ampiezza

rimane invariata (IBTFT converge in senso quadratico).
38



Esempi

Capitolo 4

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Risposta impulsiva del filtro passabasso ideale trondsta &0

39
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Magnitude Response and Phase Response

Magnitude

wp /SN
\II\' \

I T |
I" ‘|'
— -1.337
|
— -4.664
I
-1 -7.992
|

— -11.319
i

AR

B I ) )

250

= -17.974
150 200 300 350

400 450
Frequency (mHz)

Risposta in frequenza del passabasso ideale con risposta impulsiva trdicatla
In la risposta in ampiezza, imancionela risposta in fase.

40
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W),
QD

-0.4
-200

-150

-100

100

150

200

Risposta impulsiva del filtro passabasso ideale trondska 200

41



Magnitude

10

Capitolo 4

Magnitude Response and Phase Response

T T T T T T T T T T ¥

Hp“ \ 'Ju"'luy'l | -a.437

- — -16.741
2

- — -20.045 §
g

— — -41.348

— — -53.652

B L e R T T
| i [ ] 65,055
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09

Normalized Frequency (x = rad/sample)

Risposta in frequenza del passabasso ideale con risposta impulsiva trdicaz08.
In la risposta in ampiezza, imancionela risposta in fase.
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1 T T T T T T T T

0.8 .

0.6 - _
(G0)

0.4 r .
(00}
(0.0}

0.2 _

04 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

Risposta impulsiva del filtro passabasso ideale trondska 00
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Magnitude

Capitolo 4

10 [+

Magnitude Response and Phase Response

| | I | T I | I | i
_.A_.,.,'.‘.\vl| — -10.679
— -40.935
— 7119

1
— -101.446
— -131.702

e W 0 I I I

I'MWWWWWMW ANATTH A A M‘.W‘.Wn%ﬂ&WWZWWMWHWWWWWWWW

| [ ——— - — -161.958
4|

0.1

02 03 04 05 086 07 08 09

Normalized Frequency (x = rad/sample)

Risposta in frequenza del passabasso ideale con risposta impulsiva trdicat08.
In la risposta in ampiezza, imancionela risposta in fase.

44
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Magnitude

Magnitude Response and Phase Response

Magnitude

T T T T

— I
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\ \’I \". .,.\ \'.‘ Y \..\ \ \.. "._ -\. \..' Y \....
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-17.974

300 350

Frequency (mHz)
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400
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\
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") '\l. o -:-
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\
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._\.
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o 01 02 03 04 o5 06 07 o8 09 )

Normalized Frequency (<= rad/sample)



Esempio 2

Capitolo 4

Calcolo della risposta in frequenza difitrto a media mobil€FIR)

y\ersione non-causale

h{n] {

o
Bl
L L -

N;;L+1
h[n] ! N=5

2 s 3
N N N N
~ HeE™) 4
\ m/\m ~~~~~~~~ o
I Y AN | >
"2! -t t2 2! T 21
5 A 5
I H(e")
/
FASE NULLA >
o

46



Capitolo 4

1 1
= " Xn! K] = X(n+L]+...+x[n++x[n]+x[n! ] +...+x[n! L
=5 At K=o (L e gl +xqnt 40! L)
Lunghezza: R+1

L
Risposta in frequenza: H(ef-’): 1 g oK

2L+1
P-1 P
" + ) : p_l-o :
Ponendo =e e ricordando cRed = si ha:
k=0 -«

H(e )= 2L1+1$1!1|e. eJ E:l) !e!lfw;fm 3
! ! e

1 "1! e i’ (2L+1) 0g
:2L+1$ 11 & ¥ :&e
e $ ! (2L+1)2 (e jo2L+)2, ja)(2L+1)/2)|C%)
oL +1§ o i /2(ej! 2y g I ,2)

JjoL —

i’ L 1 "sin(! (2L+1)/2)?/(
1&2L+1$ sn(! 12) g

47



M\ersione causale

Si pu” applicare il teorema delteaslazione nel tempo

A s HE")|A

Capitolo 4

L S

< I HEe' A

T

n 2!

K .

II!

Il modulo ¢ lo stesso del caso precedente, mentre la fase delinesceente

con la frequenza.

Si dimostra che:

| H(E' )="n/ ="

! e quindi anchel

RITARDO DI GRUPPO

N1 I"H@E") N1

I 2
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Risposta impulsiva .

Amplitude

08

07

08

05

Impulse Response
T

Capitolo 4

| T T I T | I
—_—
10 — \ — 1.065
.
i —
o \ 0.48
10 . -0.105
. N
N \ —_
o . -
g N N -
“~ ~ O
§ N N g
= 20 . . 069 o
=1 N . “n
g N N 2
b1 - N o
. N\
\ N\
-30 |- \\\ \\\ -1.274
N NG
N N
\\
~
-40 - — -1.859
\
N
\\
-50 — AN —{-2.444
| | | | | |
0 01 02 04 05 06 07 09

Risposta immpiezza risposta infase

Normalized Frequency (x = rad/sample)
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Capitolo 4

15" 1
vin]==" x[n! k] = (x[n] +x[n! +..+xn! L+1])
k=0
Lunghezzd., ordineM =L - 1
y 1L
Risposta in frequenzaH (e’ )= =" ¢' /' *
k=0

) L1 1L

Ponendoe™” =" e ricordando c@! kK= si ha:
— 1-/

H(e" )=

1(1_ e ioL 1/e—j/ L/2(ej! L2 _ o le)\
L| 1—e i@ | L| ¥ /z(ej/ 2 _ it /2)

\
1 sm(/ L/2) L71
L sm(! /2) e

D, (¢'”) Funzione di Dirichle(reale)

J
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Esempio

Guadagno: ‘H( )‘ ‘D (el' )‘

Zeriin —Zk!

11

Risposta in fase:

| H(el )=

[ 4

#5/
#3!
#5!

 #5!

#11 & Capitolo 4

Singe, ! (

Filtro passabasso

5,08%! <2"/11
#5! +

, 2" [11<! <4" /11

+ 2"

+2" +"

+4"

+" +4" 10" /11<! $" /11

|

AYAVAVAA
/

1101 /11
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Il filtro

X[n]

\ 4

DU~ essere Visto come uraascata

Equivale ad umitardo di M/2

i1\ _ 1l M/2
H,(e" )=¢e"’

w[n]

v

H,(e" )=D, (")

Capitolo 4

y[n]

EO reale, fornisce solo un contributo allOampiezza ed

alla fase in terminirrz

¥SeM/2 non e intero occorre interpretarlo
¥Lafunzione di Dirichlehon ¢ implementabile da sola (filtfpassabasso

nei punti di discontinuZk! /L
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