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Capitolo 8: Architetture di Circuiti TD

Grafo di un circuito TD, validit™ di un circuito TD, teorema di Tellegen nel
TD, architetture IIR (forme dirette, in cascata, in parallelo, forme
trasposte), architetture FIR (fase lineare, traliccio), effetti della
precisione numerica finita.



Capitolo 8

ARCHITETTURE DI CIRCUITITD

Grafo di un circuito TD

Grafo | diagramma di flusso in cui:

- hodi coincidono con sommatorie i punti di
diramazione

- rami orientaticoincidono con moltiplicatori
e gkelementi di ritardo

Per ogni ramo viene indicato il valore della costante moltiplicativa o
|©peratore ritarda -1 (inteso comeoefficiente di trasmissiohe
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Esempio
CircuitoTD
x| L Van y[n]
N ] P '
7 -1
a l b
Grafo (oSignal Flow GraphSFQG
® @ ®
X[n] / . R . y[n]
Ramo a guadagno unitario Sommatore

" Punto di diramazione
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N

Ad ogni nodo viene associata una grande¥ga = | ij .
j=1

Ad ogni ramok, |), che unisce il nodpal nodok (daj ak), ¢
associato un ingressg ed una uscitav; =f,; (w,).
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CIRCUITO TD VALIDO

Un circuitoTD « valido (ovvero il suo grafo €alcolabile quando non
sono presenti percorsi chiusi privi di elementi di ritardo.

X[ — O Y |

Esempio di grafo non calcolabile

L @scitay[n] non pu” essere calcolata quanto dipende déhgresso
alltanten e dallay[n] allo stesso Istante.
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TEOREMA DI TELLEGEN PER I CIRCUITI ANALOGICI

Nel circuiti analogiciil teorema di Tellegen ¢ una conseguenza delle
leggi di Kirchhoff ed « unageneralizzazione del principio di
conservazione délinergia(principio dei lavori virtual).

ENUNCIATO

Apvettore delle tensioni e Il vettore delle correnti di due circuliti
distinti aventi lo stesso grafeono ortogonafy

N
Vil, =" vy, (0)!ig (1) =0

k=1
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TEOREMA DI TELLEGEN PER I CIRCUITI TD

Per i circuitiTD si pu™ dimostrare che si ha una propriet” simile:

OConsiderati due circuftD aventi lostesso numero di nqdiale la
relazione:

N N

i1 i1
1 I 1 :
(wkv W kaj) 0

k=1 j=1
In cuiw, , w,’ sono le grandezze relative al nddev,; , v’ le

grandezze di uscita dei rami che congiungono il nalamodok (nel
verso dg ak) rispettivamente nei due circufly



Esempio di applicazione del Teorema di Tellegen

X(n]

Z'l

\ bl
b? ) y[n]
; D=

y{n] = box{n] + b ! 1]

0l

X[n]
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aA

z—l

:
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X[n]

O

A 4 Z'l

y[a]=x[n! I +ay[n! 1]

©

y [p]
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| due grafi possono essere resi equivalenti @gglunta drami fittizi

(moltiplicatori per zerg, in analogia con quanto avviene inél
(aggiunta di rami a conduttanza nujla

x[n] XN © 1

W, = X W, =X +aw,
— =\
WZ—ZJLVV1 W, =W,
—_ — S 1 .
W, =bw, +bw, =y W, =Z W, =Yy

Si pu” verificare che risulta:

W (x +ay)! wx+w,(x +ay)! w,z'x+w,(z 'w,)! w,(bw, +bw,) =0

9



Capitolo 8

ARCHITETTURE FONDAMENTALI DI CIRCUITI IIR

FORME DIRETTE

Si considera E~D|uazione alle differenze

y[n] = aky[n| K]+ bkx[n! K]

k=1

corrispondente allaunzione di rete
M

n ka! K

H(z) = /=
I |

akz

10



Capitolo 8
L @quazione alle differenze pu”™ essere riscritta comsistema di due

equaziorti
H M
% vin]=" bx[n! k]
% k=0
% N
% Mnl=" ayln! k]+v[n]
k=1
a cui si possono associahee funzioni di rete distinte
V(z Y(z
H,(2) =22 (g =12
X(2) V(2)
La funzione di rete complessiva si pu” scrivere:
1 M :
H(z) =H,(2)!H,(2) =—— Hbz"
1" # akz"k k=0

11
k=1



Capitolo 8

Un circuito che realizza questa relazione piema forma diretta(o
forma diretta I):

yj n]

k=1 12




C aA g g A . Capitolo 8
Per lapropriet™ di linearit” le due funzionH, eH, possono essere

Invertite ed il circuito pu™ essere ridisegnato nel seguente modo:

>.<[n] wln] : % Y[;n]
1 1 ¥ i
Hz(z): M z1 \k
1! ) akZ!k I b IIIVI | k
=1 M-1 H 7) = 7
kw —> % 1() kzobk
z” b, T \/
N\
# . "W(2) = —— 1 #X(2) = H, (2)#X
%wn] =" awn! k]+x[n] | (2) = W p (2) = H,(2)#X(2)
% k=1 : 1! akZ'
?} :> ks k=1
%y =" " bwin! K g

,Y(z):;2 ka! k'z WV(z2) =H, (2N (2) 13



Capitolo 8
Le due linee di ritardo possono essere messe in comune:

).([n] . wln] bo} vl
! N -
' O
Seconda forma diretta Y
(o forma diretta Il). Z|
by ¢
I )

L a seconda forma diretta minizza i1l numero di elementi di ritardex

guindi unaforma canonica(forma canonica diretta

N.B. Il minimo numero di elementi di ritardo ¢ dato uheaxM, N).
14



Esempio

H(2) =

Forma Diretta |

Forma Diretta Il

1+272' 1+ 74

1! 0,75z *+ 10,1257 °

xn]

\4
Z1

z1y

4 >

Capitolo 8

15



Esercizio

Data la funzione di rete

14171
H(@) = AT
;ﬁll 114 z'z/b 428{c

disegnare®FGche implementa il filtro nella:

1.'forma diretta |

2.1 forma diretta Il

Capitolo 8

16



Capitolo 8
Osservazioni

Esprimendo in modo diverso t(z), « possibile ottenere architetture
circuitali teoricamente equivalenin numergoraticamente illimitato

| circuiti TD, infatti, rappresentanalgoritmi e (nellipotesiLTI)
equazioni equivalensi ottengono medianteasformazioni lineardelle
variabili.

In praticale architetture che si ottengono differiscono per:

1. Complessit” topologicacioe numero di componenti di un certo tipo
(soprattuttanoltiplicatori edelementi di memorja

2. Sensibilit™ agli errori di arrotondamentadovuti allaprecisione finita
con cui si lavora (con prestazioni diverse se si opevagnola fissao
mobile.

3. Modularit™ (importante nella tecnologhery Large Scale Integration,
VLSI). 17
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FORMA IN CASCATA

La H(2) « fattorizzata nel seguente modo:
H(z)=H,(2)!H,(2)'E 'H (2

Esprimenddd(z) in funzione del suaerie dei suopoli si ha:

M, M,
" (1! gkz’l)" (1! hkz”)(ll h;jz”)

H(z) = A= El:l
kl (11 .2 1)';:1 (1t d,2%)(1r ;2

In genere questa funzione viene implementatacetiea modulari del
Il ordine del tipo:

H (Z) — ':\IS bOk T blkZ! "+ bZkZ! °

11 12
k=1 1! alkz +a2kz 18




Capitolo 8
Esempio

Circuito del 6j ordine realizzato con celle dlebrdine in forma
diretta Il.

X[n]

wln] yiinl - wnl,  y,la]  wn]y, yinj

Jo1

> L 4 > L 4 > L @ e 4 > > —>
A yZ! A vZ! A \ 74
A A A
a b a b a b
11 11 12 12 13 1
[ < L > L ) < L 2 > L 4 < L 4 g ®
yz -1 yz-1 yz-1
a
a, b, 22y by, 23 b;3
—JF§C > < ® > < ®

19
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FORMA PARALLELA

Si utilizza losviluppo in frazioni parzialdellaH(2):
H(z)=H,(2)+H,(2) +E

Esprimenddd(z) in funzione dei sugooli si pu™ scrivere:

Presente skl! N
ALY B (1! 6.2
=1 1! ck(

2 a1 d 21 d 27

2)
Se si raggruppano I poli reali a coppie, si possono consideraresfielo
del Il ordine

N

p l Ng + 11
HZ) =" Czk+" o T8&
k=0 a2t a,z

20
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Esempiocircuito del 6j ordine con celle dilordine in parallelo

{ y,[n]

} y,

} y.[n]

21



Capitolo 8
Esercizio DisegnareBFGin forma paralleladella funzione:

1+22'+72°% Z°+2z+1
H(2z) = : H(z) = ;
11 =72+ =77 7’ Sz+ =
| | 8 4 8
Risoluzione
H(2) Z°+2z+1 A B C
;v 1o 1% z " 10 " 19
z;&z! 2'&_§z! ZI& ﬁZ! El& ﬁZ! 42&
A:z@ -8 | H(Z)=8+# 118 &"# 215 2
z=0 " "1 " "1
L AWH@)| W 57 ( ¥ 47 (
§ . 2& 7z Zz%
_n L@
C=gz! o —125

22



SFG concelle del | ordine

X[ N]

\ 4
\ 4
A

A 4
y

Si1 hanno:

5 moltiplicatori

2 elementi di ritardo

Capitolo 8

yin]

23



Capitolo 8
Se si usano celle dBlordine:

" 1% " 1%
182§z' —-ci 252§z| — 1872 | 1_82, 9572 +2_5Z

H(2) =8+ “_g4 4 2 _
! 19% 1% 5 3 1
zl 1 a7 1% Z’ Sz+ =
DY 4“8
| 772 | 11
_g4 | 7z2° + 82 _g4 | 7+8z7
22! §Z+1 1| §Z!1+12!2
4 8 4 8
X[n]— . Vin]
Si hanno: ;

5 moltiplicatori

2 ritardatori

24



Capitolo 8

FORME TRASPOSTE

|| grafo traspostadi un grafo dato si ottiene:
-Invertendai versi dei rami del grafo;
- scambianddra loro le sequenze di ingresso e di uscita.

PROPRIETA

Il circuito ottenuto mediante la trasposizione ha la stessaone di
rete del circuito originario.

Esempio
H,(2) H2(2)

X[n] —’—jZI—y[n] :> y[n] —‘_j X[n]

1 U

Hl(z):Hz(z): 11 X[n] ’ y[n]
1! az {Z‘
/ a
grafojraspostcdlsegnato

con Kihgresso a sinistra

25



Capitolo 8
Esempiocella delll ordine

yin]=ay[n! ]J+ay[n! 2]+bx[n]+bxn! IJ+bx[n! 2]

(n]  winl, oy dn] e WM ]

Z-1
Z-1
a b, b, a
Z Z
& Pz b2 . d,
Forma diretta Forma diretta Il trasposta

Le due architetture soremuivalentiper ci” che riguarda la relazione
INngresso-uscita.

26



Capitolo 8

ARCHITETTURE FONDAMENTALI DI CIRCUITI FIR

Un filtro FIR causaleha solazeri (e poli in z= 0).

| coefficientia, (k! 0) dellOequazione alle differenze soulti:

y[n]:"_ b x(n! K] = h[n]:# b, n=01E M

# 0 altrove

LSFGdelleforme dirette kel si riduce al seguente:

X[ n] . . zt zt . z

F h[0] { h[1] h[2] { h[M! 1] [ h[M]
> > > > ® y[n]

Filtro trasversale

27



Forma trasposta

Capitolo 8

X[n]e_.

71 Z-1 Z-l y[
> > > > n]
h[M] h[M ! 1] h[M1 2] h[1] h[0]
X[ n] [ > > > >
Forma in cascata
La H(2) viene In genere fattorizzata nella forma:
M M
_ "n _ "1 "2
H@) =1 hnz"=# (b, +b,z*+b,z?)
n=0 k=1
INn cui sono state utilizzatelle del secondordine.
. S o Do, . y[n]
B L T A O L
Z1 b}l 71 Y bzz ‘ 71 Y szs 8
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ARCHITETTURE PER FILTRI FIR A FASE LINEARE

| filtr1 FIR a fase lineare sormmetricio antisimmetrici

h[n]=h[M ! n] oppure NAin]=![M! nj
n=0,1E M n=0,1,E,M

La condizione di simmetriéo antisimmetrid pu” essere sfruttata per
ridurre il numero di moltiplicazionnella convoluzione discreta

yin] =" hKIX[N! K]

k=0

29



Capitolo 8

Mpari ! lunghezza del filtro E M + 1dispari

Caso simmetrico

Mll
2

y[n] = n h[k](X[nl K]+x[n! M +k])+h &)Xégl _(

k=0

h[n] 1 ’ OtappoO centrale

o
]

?

Caso antisimmetrico

M!1
2

yinl="" hkl(x{n! k]! x[n! M +K])

k=0
30
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M dispari ! lunghezza del filtro E M + 1 pari

Caso simmetrico

(M!%

yinl= " hKI(Xn! kl+x[n! M +K])

Ih "

nn]]
N
2

Caso antisimmetrico

(M!%
yinl= " hk](Xn! k]! x{n! M +K])

k=0 31
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SFG nel casdM pari (simmetrico):

X[n] —. Z . 2
Z-1
< < ®
\4 \4 \4 \4
h[0] h[1] h[2] h[7_1} v h%?
"2y
y[ n] < ® < ® < ® < ® <

SFG nel casdM dispari (simmetrico):

Z-l

x[n] —

A 4

Y h[O] 4 h[l]

A
[ 4
A
®
A
[ 4
A
®
A

yin]
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STRUTTURE FIR A TRALICCIO
(o Lattice)

| filtrl a traliccio sono molto usati nehodellamentpnellastima
spettralee nelfiltraggio adattiva

La struttura a traliccio standard e realizzata mettendo in cascata stadi
elementari del tipo seguente:
X1 { 1 X.(2)

StrutturalLattice base

Y12 z

1 Y@

| terminig; rappresentanocoefficientidel traliccio.

33
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In genere la connessione in cascata delle celle elementari  del tipo

riportato in figura:

U (2) .
> CZz.

X,(2)

Sez.2

X,(2)

(2

Y,(2)

Sez.N-1

XN!l(Z)

—

Yya(2)

Struttura a tralicciocon1 ingressdJ(z) e due uscitXy_,(2) e Yy.1(2

34



Capitolo 8

Fino al generico I-esimo stadio, le funzioni di trasferimento sono
cos” definite:

@=33
i=12E N!1
Y (2)
i(Z)=U'
(2)

Dalla figura della pagina precedente si pu” verificare che le funzion
di rete si possono esprimere nel seguente modo:

H((z)=H_(z)+ ql.z_lGl._l(z)
G (z2)= Z_iHl.(Z_l)

35



Capitolo 8

Esempio
U (2) =X1(Z)= =X2(z) : | X(2)
0,9 0.8 0.7
Z 09, 0.8 0,7

N = %@

H.(2) =1+0,9Z""

G,(2)=7"+0,9=27"(1+0.9z)= 2 *H,(z'")
H,(2)=H,(2)+0,82'G,(2) =1+162Z " +0,82°
G,(2)=7'G,(2) +0,8H,(2) = Z°H (Z'}) = 2 +1,622* +0,8
H.(2) = H,(2) + 0.72'6,(2) =1+ 2187 +18342° + 0,72
H(z) = HS(Z) =1+21872''+1,9347°+0,72"°

36



Capitolo 8

EFFETTI DELLA PRECISIONE NUMERICA FINITA

Le varie architetture circuitali che realizzano la stéf§zxteorica
differiscono per il comportamento che le caratterizza quando sono
realizzate comrecisione numerica finita causa dellguantizzazione

La quantizzazioneiguarda sia Isequenze numericlode icoefficients
dei filtri.

Un numero real& pu™ essere rappresentato qanecisione numerica
Infinita nella seguente forma:

$ i i Notazione4dh
X = Xm&!) bo +H bI 2 2 complemento a2y
i=1

In cui X, » un fattore di scalee i coefficientib, valgono 0 o 1.
In particolaren,« il bit di segno
b,b=0 = 0! x!I X_
bp=1 = !X " x<0 37



Capitolo 8
In precisione finita aR +1) bit si ha:

A # ||B |i& A
= QX=X gh by +" B2 (=X, %
=1

m- B

e la pie piccola differenza tra due numeril = X 2 °

In questo caso | numeri quantizzati sono compresiingirvallo:
I X " o< X
m m

/\

e X pu” essere rappresentato seconaotiazione posizionale

% =b b b! b

B
L@rrore di quantizzazionedefinito dalla relazione:

e=Q.[x]! X

38



Capitolo 8

La notazione in complemento a due pu” esseretondatao

troncata

Q,[X]
A
Z — p—
1
1 2
7 5 3 I
8 8 8 4
| | | | | .
1 1 1 5 135 > X
— +— 8 8 8
14__
2
4
— -+

Notazione in complemento a 2
arrotondata(B = 2)

| J2<e#tn /2

In ogni caso, la quantizzazione ¢

memoria

Q,[]

AW

N | —

v
P

-
N | —
J‘_\|’JJ

N
)
=AW N |~

[

Notazione in complemento a 2
troncata(B = 2)

1" <e#0

una operaziome linearee senza

39



Capitolo 8
Se un numero * pie grande ol si haoverflow In complemento a due,

questo succede quando la somma di due numeri « pie grande(ger
esempio con 4 bit la somma di 0111 e 0001 fornisce 1000, che in decin
. -8).

Una soluzione alternativa @verflowaritmetico o naturale « la
saturazionedi solito utilizzata nei convertitori A/D.

In ogni caso, se per ridurr@®Verflowsi aumentX_. (a parit” di numero di
bit) aumenta anche@rrore di quantizzazione

Q.[X] Q,[X]
2
A A
AT 4T
1 1
— __2 ——E
N 705 3 1]
8 8 8 4 8 8 8 -+
o~ | | | | | -
I I I 1 I IS > X | | | L 3 > X
J 1 3 g 3 J 1 3 g 3
il i
2 | 2
4 4

—+ —_— -1

Overflownaturale Saturazione 40



Capitolo 8

Esempio 1
i H(z2) =
o 1! az
Circuitoideale
t XN vin n t
O M v
T z1 I
T a ] T
Con laquantizzazione
X(1) x(n] X[n] o ] y[n] . 2.(1)
——{ CID—{ & (1 o Qy + DIC——
f [ ) f
T  q z1 T
N.B. la moltiplicazione@!'jn" 1] I
produce B+1 bit (il risultato deve <
essere troncato o arrotondato) D= QB[a'

41



Capitolo 8
Il circuito ottenuto enon lineareper la presenza deltpantizzazione per
la possibilit™ dioverflownel sommatore. Il risultato « che si possono ave
fenomeni tipici di circuiti non lineari, come la presenzaidii limite in
assenza di ingresso, in c@idcita oscilla in modo periodico.

Se gli errori introdotti sono ragionevolmente piccoli, il modello si pu™
linearizzarecon khtroduzione di sorgenti additive di rumore, il cul effett
pu” essere analizzato utilizzandgilincipio di sovrapposizione degli
effettl

Modello linearizzato

O oo x[n]=m >A<[ra]= w i n] my[n]= 2 (t?
i u( I ’ \% i
T e. [n] z1 eo[n] T
e.[nl—p R
= Q,[a )
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In generale@®ffetto dellaguantizzazione dei parametri del circuito
viene studiato separatamente.

L @ffetto della quantizzazione dei parametri si traduce irH(ga
diversa da guella desiderata

1

&.Z!l

B(z) = T

N.B. Architetture circuitaldiversehannodiverse sensibilitrispetto
agli errori sui parametri. Le sorgenti di rumore introdotte nel modello

linearizzato hanno caratteristiche diverse e vengono filtrate in modo
diverso.

43



Capitolo 8

4 bif,,.j QUANTIZZAZIONE DEI POLI

z-plane

o Realizabie pole positions

| grafici rappresentano le posizioni possibil
NN del poli quantizzati del primo quadrante ne
(] circuito lIR del Il ordine sotto rappresentatc
. N nellaforma diretta(2 poli complessi

ot [ R coniugatire *i" ). Le possibili posizioni dei
poli sono conseguenza della quantizzaziot
operata sui coefficienti del filtro.

\ 4

i

X[ N > -

vZ1

N.B. Se | poli vengono guantizzati c&+1

0 0.5 1.0 Qe

) bit, ci saranno solo®2! possibili posizioni!
44



z-plane
0 Redlizable pole positions

0.5

dm

z-plane

7 it

Capitolo 8

In figura  rappresentata unOarchitettt
alternativa alla precedente, che ha la
stessa funzione di rete con gli stessi |
nel caso di precisione infinita. In ques
caso, quando i coefficienti vengono
guantizzati, le posizioni dei poli
corrispondenti hanno una distribuzion
uniforme In tutto il piana

X[n] °

45



Capitolo 8

EFFETTI DELLA QUANTIZZAZIONE DEI COEFFICIENTI

L @ffetto della quantizzazione dei coefficienti » quellsdostare i
poli e gli zeririspetto alle posizioni desiderate.

M M
| |
]| ka' Kk ]| QZ. K
— k=0 n _ k=0
H (Z) — N —> |‘q)(Z) = N
1| ]| a.kZ!k 1| ]| @(Z!k
k=1 k=1
Incui. -
p— |
a =a, t:aq
A = |
b =b +!b
Si tratta di determinare lo spostamento di poli e zeri dovuto alla
variazione dei coefficieni & ~Ab,_ . In particolare, si supponga ¢

voler valutare lo spostamento gbali Azk . "



_ _ _ _ o _ _ Capitolo 8
Supponiamo di quantizzare i coefficienti dehominatore

Bisogna valutare le quantit™
N mn
Z

'z =# -
k=1 A *
cioe le | Z./! a . Supponendo che i poli siano tw@mplicisi ha:
N N
Ag)=1'" az"=# 1! zZ'
j=1

k=1
In base alla regola delterivazionea catenasi pu” scrivere:

A2 _'A@)| .'z
la, qu_ | Z la,

'z 1A(2) 1 A(2)
!ak_ la - 4 47

=2

e quindi:




Si ottiene:

Si ha allora:

1 A(2)
'z

Quindi risulta:

=7

Capitolo 8

Z:Zi
N

" N N n

z" P (2" z)
j=1, j#i

48



Capitolo 8

Si ha dunque:
N ZN"k
'z =%—F— ' 8,
< $ (7" 2)
j=1,j#i

Un risultato analogo si ottiene per la dipendenza degli zeri dai
coefficientib,.

PROPRIETA

Se ipoli (o glizerl) sonovicini, piccoli errori nei coefficienti possono

generargrandi errori neipoli (o zeri).
Im A

i

49




Capitolo 8
Osservazioni

Nelle forme incascatae inparallelo che usano celle del Il ordinegni
coppia di policomplessi coniugati viene realizzataipendentemente
dagli altri poli.

In particolare, nella forma inascataa stessa propriet” vale per gli
Zerl.

Nella forma inparallelo gli zeri vengono realizzati in modmplicito,
guindila variazione di un coefficiente influisce su tutti gli zeri

In ogni caso le forme inascatae parallelo sono caratterizzate da
minore sensibilit™ alla quantizzazioroei coefficienti rispetto alle
forme dirette.

50



Capitolo 8

QUANTIZZAZIONE DEI COEFFICIENTI NEI FILTRI FIR

Nel filtri FIR ha interesse solo considerarezgri.

Anche se solitamente le forme dirette non vengono uifefto
nel filtri FIR ¢ pie facile da trattare. Si ha infatti:

H(2) = !M bz "= !M hinjz"
h[n]=h[n]+! hin] ) K(2) = !M n] z'" = H(2) +#H (2)
e quindi: v i
I H(z)="" ! h[n] Z""

cloe sI ha unaelazione lineardra la variazione del coefficienti e la
variazione della funzione di rete. £1



M (Z) y[ n] Capitolo 8
x[n] }9— yn]
I H(2)

'z Z

Tuttavia nella maggior parte dei casi, I filfiR hanno zeri che sono
distribuiti in modouniformenel pianaz e quindi dipendono in misura
minore da variazioni dei coefficienti

N.B. Nel caso di filtri a fase linear& varie celle componenti

mantengono fase lineare anche con la quantizzazione
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